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MOUVEMEN T 

D’UN CORPS SOLIDE QUELCONQUE L ORS- 

Q^u’lL TOURNE AUTOUR DUN AXE MOBILE. 

PAR M. EULER. 


Q uelque mouvement que puiffe avoir un corps folide, dont les 
parties confervent toujours entr’ellcs les memes difïanccs, on 
fait qu’il cft permis de l’envifagcr comme compofe de deux fortes de 
mouvement. Premièrement, on confiderc uniquement fbn centre de 
gravité, comme fi toute la matière y croit réunie, & on examine le 
mouvement - , qui convient à ce point, qu’on nomme le mouvemenr 
progreüif du corps i de forte que, fi le centre de gravité ne change- 
point de place, on dit que le corps n’a aucun mouvement progrefiif, 
quel que foit d’ailleurs le mouvement des aurres parties du corps. 
Enfui te, ayant connu le mouvemenr du centre de gravité du corps, 
on confidere ii tous les autres points du corps /ont portés par un 
mouvement femblabie, de forte qu’à chaque inllant tous les points fe 
meuvent félon la même dirctîion & avec la même vitefie que le cen- 
tre île gravité j ou ii leur mouvement efl different de celui du centre 
de gravité. Dans le premier cas, on juge que le corps n’a d’autre 
mouvement que le progrefiif, ou celui donc le centre de gravité cft 
porté: or, dans l’autre cas, on voitqu’il fe trouve dans le corps, outre le 
mouvement progrefiif, encore un curr.e mouvemenr particulier qu’on 
nomme mouvement de rotation. Pour mieux connoiue cette diffé- 
rence, on n’a qu’à fe figurer que l’efpace dans lequel le corps fè meut, 
efl porté dans un fens contraire avec une virefïe égale à celle du cen- 
tre de gravité du corps. Par ce moyen, le centre de gravité fera ré- 
duit 
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duit en repos ; & fi le corps n’eût poinr auparavant d’autre mouve. 
ment que le progrefiif, il fe trouvera à préfent dans un repos parfait. 
Mais, fi le mouvement progrefiif a été accompagné d’un mouvement 
de rotation , ce 'dernier ne fera pas détruit par le rrinfport mentionné 
de fefpace; mais chaque partie confervera encore à l’égard du centre 
de gravité le même mouvement réiafif qu’elle avoir auparavant. Cet- 
te idée nous conduit à une connoiftance du mouvement de rotation 
qui eft indépendant de l’autre mouvement progrefiif; &. c’eft ainfi 
qu’on peut fè repréfenter feparémenc l’un & l’autre de ces deux mou- 
vemens. Pour connoitre le mouvement progrefiif, on ne confidére- 
ra que ie centre de gravite tout comme fi toute la matière du corps y 
ctoit réunie; & pour connôitrc le mouvement de rotation, on ne re- 
gardera plus le mouvement progrefiif, mais on confidérera ie centre 
de gravite comme s’il ctoit en repos. 

Quoique cette réparation ne fe fafie que dans nos penfées, elle 
eft pourtant conforme aux principes de la Mécanique; en vertu des- 
quels il eft certain que le mouvement progrelfit d’un corps quelcon- 
que, qui n’cft follicieé par aucune force , doit demeurer toujours le 
même; ou bien le centre de gravité confervera toujours la même vi- 
teffe fuivam U même direction, conformément au principe de l’iner- 
tie, tout comme fi toute la imfie du corps étoir raffemblée dans le 
centre de gravité. Et déplus, s’il y a des forces qui agifient fur le corps, 
le mouvement progrefiif en fera également altéré, que fi toute la ma- 
tière du corps croît actuellement réunie dans le centre de gravité, & 
que toutes les forces fufient appliquées à ce point, chacune fuivant fit 
direction: de forie que la détermination du mouvement progrefiif 
n’cft plus afiujcttic à aucune difficulté, vu qu’elle fuit les mêmes 
réglés, foie que le corps ait outre cela quelque mouvement de rota- 
tion ou non, 

11 en eft de même du mouvement de rotation, qui étant indé- 
pendant du mouvement progrefiif, fuit Toujours les mêmes réglés, 
comme fi le cenrre de gravité fe trouvoic afluellement en repos. Par 
Mim, de îrfead, Tom. XVI. Zr COR* 
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confequent, quelque compliqué que Toit le mouvement d’un corps, & 
de quelques forces qu’il Toit folücité , on parviendra à la connoiflance 
de ce mouvement par les deux opérations fuivanrcs. 

D’abord on fera abftra&ion du mouvement de rotation, & on 
confidércra le corps comme fi toute (a maflcccoit réunie dans le centre 
de gravité, où l’on rapporte aufli toutes les forces dont le corps cft fol- 
licité, chacune fuivant fa diredion; & alors les principes connus de 
Mécanique montreront le vrai mouvement progreflif du corps-, 

Enfuite on fera abllraction du mouvement progreflif, & on 
eonfidérera le corps tout comme fi fon centre de gravité étoit en re- 
pos, ou qu'il y fut arrêté par une force quelconque. 11 s’agit donc 
alors de déterminer le mouvement de rotation que le corps aura au- 
tour de fon centre de gravité, tant par rapport à fon mouvement im- 
primé que par rapport aux forces dont il eft folliciié. Après qu’on 
aura déterminé chacun de ces deux mouvemens à part, en les combi- 
nant enfemble,on auralemouvemcnt tout entier du corps enqueftion. 

Or, quelque aifée que foit la première de ces deux recherches, 
qui regarde le mouvement progrelfif, l’autre qui roule fur le mouve- 
ment de rotation, eft d’autant plus difficile: & fi l’on excepte quelques 
cas allez fimplcs en eux- mêmes, on peut dire que les réglés qu’on 
-doit fuivre dans cette recherche, fonr encore presque entièrement 
inconnues. Car, quoique j’ayc déjà dévelopé dans une Pîece, qui 
porte le titre : Decouverte d'un nouveau principe de Mécanique^ les for- 
mules, qui peuvent conduire à ce but, l’application en eft pourtant 
fouvent extrêmement difficile ; & pour furmonter ces difficultés, il 
fcmble que le plus fur moyen fera d’entreprendre la même recherche 
en plufieurs maniérés différentes, & de repréfenter les réglés que 
j’ai déjà trouvées fous d’autres formes, afin de nous les rendre plus 
familières, & d’en connoirrc mieux la force. Car on fait par lcxpc- 
rience, que lorsqu’une recherche cft fort épineufe, les premiers ef- 
forts nous en éclairciflènt ordinairement fort peu^ & ce n’eft que par 
des efforts réitérés, & en envifageant la même chofe fous plufieurs 
points de vue, qu’on parvient à une connoiflance accomplie. 


Je 


Je m’en vai donc faire de féconds efforts pour rechercher la 
théorie du mouvement de rotation des corps folides, qui ne man- 
queront pas de nous fournir de plus grands édaircifTemens fur cette 
mariere , qui parott encore fi obfcurc. Or je remarque d’abonl que 
la plus grande partie de cette obfcuritc tire fon origine de la manière 
de ic bien repréfenter le mouvement dont un eorps tourne fur fon 
centre de gravité: & partanrje tâcherai de donner une méthode, par 
laquelle on puiile fe former une idée diltincte d’un tel mouvemenr, 
quel qu’il foir: & en fui re je déterminerai les forces qui font requifes 
pour l'entretien de ce mouvement. Ce fera le fujet des proposions 
fui vante s. 

PROPOSITION I. 

i. Si un corps tourne à' un mouvement quelconque fur fon cen- 
tre de gravité y an demande de quelle manière on peut h mieux 'repré- 
fenter ce mouvement , îf s'eu former une jufle idée. 

SOLUTION. 

Soit k hn le corps dont il faut repréfenter le mouvement 1 , 'Plan-, lie 
qu’il peut avoir autour de fon centre de gravité O, que je fuppofe l 'V '• 
demeurer toujours en repos. Qu’on marque fer ce corps un point m y 
par lequel ik le centre de gravité O on faffe palier la droite indéfinie 
MO K, que je nommerai l’axe du eorps. Soit outre cela MLK un 
plan, q:n coupe le corps par l'axe MK, & qui marque en fà furface 
la ligne m ik. C’cft pour avoir des marques diftinguées fur le corps, 
par la position desquelles on puifî'e juger à chaque moment du mouve- 
ment du corps. Ainii, fi le corps en quel lion étoit la Terre, la ligne 
MK feroit I axe de la Terre, le point m & k fès Pôles, & le plan 
MLK le premier Méridien; or, pour routaurre corps, j’employcrai ees 
mêmes dénominations, quel que foir leur mouvement. Ayant donc 
fixé fur le corps ces marques, favoir l’axe MK & le Méridien MLK, Fig. t. 
je rapporte le corps à l’efpace infini, de forte que le centre de gravité 
y oceupe le centre O, autour duquel je conçois, comme dans le Ciel, 
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ou fur la furface du globe celefte, premièrement l’horizon ADB, au- 
quel répond le zénith C, & enfuite un cercle vertical CA, ‘par rap- 
port auxquels je confidérerai à chaque tems la fituation du corps: car, 
ayant déterminé pour chaque inftant la pofition tant de Taxe du corps 
que de Ton méridien à l’égard de l’horizon ADB, 6c du cercle vertî- 
tal fixe CA, on connoîtra parfaitement le mouvement du corps. 

Soit donc, apres un tems écoulé quelconque — r, l’axe du 
corps en OM, & Ton méridien dans le plan OMI-, de forte que M 
fera fur la furface de la fplicre celetfe, ôc ML un grand cercla. 
Qu’on tire par le point M le cercle vertical CMP, 6c qu’on nomme 

l’angle ACM ou l’arc AP ~ p, 

la diftance du point M au zénith C ou l’arc CM “ y, 

6c l’angle CML rz 

6c il cft évident, que Tachant pour chaque tems propofe t ces trois 
angles ou ans, p } y, on connoîtra la lîruarion du corps, 6c partant 
auïii Ton mouvement, puisque ces trois quantités feront variables avec 
le mouvement du corps, pendant que les points A 6c C demeurent 
fixes. Car de là on pourra déterminer à cc même inftant le lieu où fe 
trouvera chaque élément du corps Z, puisqu’on en fait la fûuarion 
par rapport à l’axe OM 6c au premier méridien du corps ML, 
Pour cet effer, tirons du centre O par cet élément Z le rayon OZN, 
6c pofant la diftance OZzrr, on aura premièrement l’angle MON, 
dont la mefurc fera l’arc MN, qui foît — u- } de plus on faura au fît 
Hnclînaifôn du plan MON au premier méridien du corps O ML 
ou l’angle LMN, qui foit “ v; de forte que la pofition de cet 
élément Z par rapport au corps fera déterminée par les quantirés 
j, «, 6c y, qui demeureront confiantes, tant qu’on confidtre le mê- 
me élément, quel que fôît le mouvement du corps: 6c partant ces 
quantités r, », », feront indépendantes du tems dont les trois au- 
tres quantités pj y, r, qui dépendent du mouvement du corps, font 
des fonctions. 
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Or, comparant les quantités r, », », avec les trois variables 
jt», q^ r, on pourra déterminer pour J’inflanr préfent le lieu de l'élé- 
ment du corps Z par rapporr à la fphere fixe. Car, tirant par le 
point N le cercle vertical CNQ^ on aura dans le triangle fphérique 
CM N, r le côté CM — q\ 2 0 . le côté MN ~ u\ ik 

3°. l’angle CMN == CML LMN ZZ r ». De là on 

trouvera 


cof CN “ cof(»' v ) fin q fins; — (— cofy cof//, 

fin (r • — v) fin// 

rang MCN 


fin q cof « cof (r u) cofy lin u 

& ayant trouvé l'angle MCN, on aura la diftance au premier verti- 
cal CA, ou l’angle ACN “ ACM — | — MCN. De plus on 
pourra auifi déterminer le lieu de l'élément Z par trois coordonnées 
orthogonales, donr nous aurons befoin dans le calcul fiiivanr. Pour 
cet effet, qu’on baifle du poinr Z fur le plan horizontal la perpendicu- 
laire Z Y & du point Y qu’on tire la perpendiculaire YX au rayon 
fixe OA; & foienr OX — jt; XY — y; & YZ zz s. De 
là on aura d’abord Y Z “ z ~ O Z finQN zz JCofCN, donc 

a — s (co C(r v) fin q fin » -f- cof^ cof b). De même on 

aura OY zz s fmCN, & puisque l'angle AOQ^ “ ACN 
— p -f- MCN, on en tirera 

XY — y — t fin CN fin (p -}- MCN), & 

OX zz x ~ s fin CN co C (p — f— MCN). 

Or par la Trigonométrie fphérique nous favons qu’il efh 

fin CN. fin MCN zz fin (r v) fin », 

fin CN. cof MC N zz fin q cof?/ cof (r — »)cof^fin//, 

donc, puisque 

fin v ' | ■' MC N) 1 fin p cof M CN - j - coCp fin MCN, & 

cof (p --H MCN) ZZ cofjpcofMCN — fin/? fin MCN, 

l 3 


on 
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di aura 

y “ j(fin p Cinq cofi/— fin^ co f(r—v) cofq fin u -j- zoÇp fin (r—v) fin»), 

-t s(cofp fin qcaCrt — coÇycof(>- — v) cof^fin u — finp fin (r — v) fin//), 

C’efl: donc par ce moyen qu’on fe formera une jufte idée du mouve- 
ment du corps propofé. 


Corollaire I. 

1. Dans le triangle fphérique CMN on trouvera auiïl aife- 
ment l’angle CNM, par cette formule 

fin ( r v ) fin q 

tang CNM ~ 7 =7 — — , 

0 cor q fin a cor (/■ — — v ) fin q cof u 

& de là on obtiendra ces formules 

fin CN. fin CNM “ fin ( r — t^fin^, * 

finCN. cof CNM “ cofy fin// — — cof(r — v)Cinq c«fu. 


Corollaire II. 

3. Les formules trouvées pour les trois coordonnées r, y, s, 
auront lieu pour tous les élémens du corps fitués dans le rayon ON, 
en ne changeant que la défiance OZ “ t, les deux angles // 6c v de- 
meurent les mêmes, Caron aurai 

— ~ C0Ç7 fin^ col// — coÇv cof(r — v)cofq fin// — finp fin(r — p) fini/, 

S 

— " finp fin q cofi/ — fin/’ cof(r— v)coCqCmu -f- co(p fin'r— t/)fin//, 

— — cof(f — v) fin q fin « -j- coCq cof//. 


C 0 R 0 L* 


1 °. 
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Corollaire III. 

4. De là il cil clair, qu’il y aura: 

rcofr + ylinr r r r , \ r r 
' — — — — “ fin q zqZu — coI(» é — vjcQtqimUy 

ycofjp — jc fin p 

— - ~ fin (jr — v) fin u t 


o %cofq xtaipÇinq -}- y fin/? fin ^ ^ 

. afin?— xcoCpcofû— yCmpcoCq 
.J — - ~ cof(r— r)fin», 

%C\nqco{(r-v)-x(co{pcoO/co{(r-v)ifinpr(r-t'))-y(CpcoCqco((r-vycoîp((r-v)) f 

5 o. - ~ - - — f ''> 

€ 0 . afin^r-i/)- a (coÇrc o fÿfin^- v )■ fin/cof^» 1 - v))y (CpcoCqÜ/- v)jco{pc of(r-v)) “ o, 
& enfin 


7 0 . xx -f yy + as “ "• 

Corollaire IV. 

y. Si l’élément Z cft pris dans Taxe même OM du corps, 
l’angle MON ou l’arc MN “ u évanouira, & les trois coordon- 
nées pour ce point Z,, pofànt fa diftance au centre de gravité 
O Z ” s , feront: 


— ~ co Cp fin^; 

S 


L 

s 


” fin p fin q\ 



PROBLEME IL 

6. Quelque mouvement qu'oit le corps Autour de /on centre de 
gravité O , trouver pour chaque in fiant le rayon O N, de forte que les 
élément du corps Jitués dans ce rayon demeurent immobiles pendant cet 
inftant. 


SOL U- 
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SOLUTION. 


J'ai déjà démontré que, quelque foit le mouvement du corps, 
fbn centre de gravité demeurant en repos, ilj y a toujours à chaque 
mitant une ligne dans le corps , qui n’a aucun mouvement , 6c autour 
de laquelle le corps tourne pendant cet inftant. Soit donc ON cette 
ligne autour de laquelle le corps tourne à l’in liant préfent, 6c il eft 

clair que cette ligne, ou le point N, aura cette propriété, que pen- 

dant que le point M & le méridien ML changent infiniment peu de 
p'sce, le point N demeure fixe. Donc, pofànt pour ce point N 
l’arc MN ZZ », Ôc l’angle LMN ZZ v , ce point aura cette pro- 
priété que, pendant que les quantités p , q , r, croiflént de leurs diffé- 
rentiels dp, àq , âr , tant la diftance CN que l’angle ACN n’en 
fouffrent aucun changement: ou bien pofant les quantités p , q , /■, va- 
riables, nous trouverons ce point N, ii nous mettons égaux à zéro les 

différentiels des quantités* CN 6c ACN. Donc nous aurons 

d. CN ” o, & puisque ACN z z p -f— MCN, nous aurons 

de plus d p dt M C N ' o , ou à. M C N — — d p. 

Ayant donc cofCN zz cof(r- — v) fin q fin « — j— cof^ co f», 
nous aurons premièrement, 

Jy iin(j— v) fin q fin» + àq cof{V — v) coCq fin// — dqünqcoC:/ ZZ o, 

Enfuite, puisque fin CN. fin MCN ZZ fin (r v) lin », la dif- 

férentiation nous fournira 


rf.MCN.GnCNcofMCN zz— ^’finCNcofMCNzZi/tcofîY— t'Jfinr/, 

6c mettant pour lin CN cofMCN fa valeur, nous obtiendrons 
cette équation : 

dp faq co Cti — dp coC(r — v ) cofy fin u\dr cof (r— v) fin u ZZ o. 


La première de ces équations donne 

âv 

fin q cof k — cof(r — v) cofy fin u ” — - ^ ûn(r-v) Cinq fin », 


& 


fin 7 co Cu — cof(r— v) cofy fini/ ~ — — cof(? — v) fin** 

dp 

d’où nous tirons, en divifant par dr fin «: 

fin (r v) (in q cof (r — v ) 

dq âp * 

J - 

ou bien tang (r — v) ~ — /_ t de là nous aurons: 


dp lin q 


fin (?■ — v) “ 


âq 


V({fp z fin q 1 4 "" dq 2 )* 


fit 


cof(>- — v) ~ -, 


dp Cinq 


V (dp 2 fin q 3 -f- dq 2 )* 

ces valeurs étant fubftîtuées dans l’une ou l’autre des deux équations 
donneront 

- ‘ r dp fin q cof q fin u dr fin q fin « 

fin q cof u — — ■ — — l . 

1 V ( dp 2 fin q 2 4— üq 2 ) * 


& partant rang u ~ 
fin u zz 


y (dp 3 fin q* 4~ dq 2 ) 
dp cof q dr 

y (dp 2 fin g 2 4 - dq') 


donc 


Y (dp* 


dq 2 4“ dr 2 2 dpdr coCq) ’ 


& 


dp co Cq dr 

C ° y (dp* 4“ dq 1 4- dr 1 2 d p d r cof q)' 

Maintenant, fubftituam ces valeurs, nous aurons pour la pofiwon du 
point N, & panant auflî pour celle du ra>on ON qui demeure im- 
mobile pendant Tintant prefent. 

USim. de fAcad. Tom, XVi. At ç 0 f 


«ofCN = 


fin CN zz 


lg$ 

dp — dr co Pq 


y {dp a 


dq 9 -\~'dr 9 zdpdrzofqy 

y (dq 9 — J— dr 2 fin ÿ s ) 


& 


y (dp 2 -4- dq r ‘ 
fit enfuite tang. MCN ” — 


dr 2 zdp dr coPqy 

doù nous droits 


rang 


dq 

dr fin./’ 

dr fin/? fin q dq coCp 

” dr fin/» lin q àq fin/»* 

Corollaire I. 

7. St nous prenons dans ce rayon ON un point quelcon- 
que Z, de forte que O 'i “ s, & que nous le rapportions aux rrois 
coordonnées OX ” x, XY zz y, ôc YZ“s, nous aurons 

— dq fin/» dr co fp fin q 


x 

t 

£ zz 

s 


y (dp* 

y (dp 9 


dq 2 —J— dr 9 — zdp dr coÇqŸ 

dq co (p dr finpfinq 

dq 1 —J— dr 2 — zdp dr cofÿ)’ 

dp dr cof q 


s y (dp 2 —J— dq 9 — J— dr 9 zdpdr coCqy 

Corollaire II. 

K. x Fuisqu’à l’infîanr préféra tout le corps le tourne autour de 
la ligne ON, la direction de mouvement de chaque élément du 
corps fera perpendiculaire au plan qui pafle par ON & par cer élé- 
ment, 6c fà vireffe fera proportiooelle à ïa dilUnce de chaque élément- 
depuis le rayon O N. 

Corollaire III, 

$. Donc, dès qu r on fâir la vireffe d’un feul point du corps, on 
en déterminera aifëmenr la viteffe de tout autre point de ce corps : on 

n’a 
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n’a befoin que de favoir la viceffe de roi^tion dont ce corps tourne ou- 
tour du rayon ÔM: & cette viteffe de rqtatkwi Ce trouvera en divi* 
faut la vite (Te d’un point quelconque par la diftance de ce point au 
rayon ON. 

Corollaire IV. 


to. Or, pendant l'clément du ttrms dt } le priot M de Taxe 
d« corps parvient en m/ de forte que i’angis M C m ~ dp, & 
C?.v ~ q —j— dq-, dplic, décrivant du centre C l’arc infiniment pe- 
tit M», or aura vir m </■/, & ' ~ dpfinq: d’où l’efpace 

décrit parle point' M fera Mro" Y {dp 2 fmy* -f- dq*) t .qu* 
4taai_ divifé .parie tems dt exprimera la vitefTe du point 

,, Y'(dp 2 Cinq 2 -f- dq 2 ) 
jvi m j — ' 1 « 

dt 


Fig. 


Corollaire V; 


n. Mais la diftance du point M à l’axe ON étant' ~ 
finMN “ fm «, la vite fie de rotation de ce point M, ôc pariant 
auffi celle de tout le corps autour du rayon ON, fora ~ 

Y ( dp 1 fin y 3 -f- dq 2 ) 

dt {mu 


Or. ayant trouvé 

— V{/V fin? 3 -4- d£) 

fin a y/ {dp ' 1 — J— dq- — (— dr 2 Z dp dr oof qf' 

la viteffe de totarion du corps autour du rayon ON fera — 



— Y (dp* -f- dq 2 -J— dr 2 — Z dp di- £ofÿ) # 
dt 

Corollaire VI, 


'■ 12. Ici il fout remarquer, que les lcrtres p } q t r, marquent 
des arcs de cercles pris dans un cercle dont k: rayon on le finus rotai 
eft ™ x. Car» quoique j’aye fuppofé la Ipherç ACBL) infinie 
t A a z pour 
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pour avoir un efpace ablblu ôc immobile , rien n’empcche que cette 
fphere ne foie finie, pourvu qu’elle repréfente un efpace immobile, & 
partant il eft permis d’exprimer le rayon de cerre fphere OM, oiï 
ON, par l’uniré, puisque fa grandeur abfulue n’entre en aucune façon 
dans le calcul. 

Remarque I. 

1 3. Ceft ainfi qu’on fe pourra le mieux repréfênter le vrai 
mouvement de la terre autour de ion centre. Soit pour cet effet la 
terre le corps, dont je fuppo. ' le centre de gravité en O, & foit dans 
Ja fphere célefte C le pôle de l'écliptique, Ôc le cercle AL) B l’éclip- 
tique meme; Ôc CA un cercle.de latitude fixe. Soit pour l’inftant pié- 
fent M le lieu du pôle de la terre, .qui change comme on fait fucecf- 
fivement de place dans le Ciel, de forte qu’il approche tantôt plus tan- 
tôt moins du pôle de l’écliptique C, outre que fon mouvement en 
longitude félon l’angle ACM n’eft pas uniforme. Mais, puisque 
cette nutation cft extrêmement petite, je fuppoferai ici, que le pôle de 
la terre M tourne également autour du pôle de l’écliptique C, du- 
quel il confcrve toujours la même diftance CM “ q. Soit donc 
la longirudc du pôle de la terre, ou l’angle A CM zz/>, qui dans un 
an diminue d’environ $o n : De plus, foit pour l’inllant préfent ML 
le premier Méridien de la terre, Ôc pofant l’angle CML zz r, on 
fait que cet angle va en augmentant de 360° dans un jour. Donc, 
dans un an, l’accroifiément de, 

d’où il 
àr 

ou bien •— ZZ $ 467280; 

dp 


36j|. 36°* 60. 6o ;/ ; 
365^. 360. 60. 60; 


l’angle r 
s’enfuit 


fera ~ 365L 360° 
que dp: Jr zz — 50: 

*%= 


o. 


On voit donc que la terre ne tourne pas autour de fon axe OM, mais 
autour d’un autre axe variable ON, donc le point N tombera dans 
le cercle. CMP, puisque, à caufe de dq zz o, nous avons 
tang ( r — v) z o, ôc partant fin ( r — v) ~ o , ôt 
cof(r — v) zz 1. De là nous obtiendrons 

fin^ cof« — co fq fin u “ $467280 finît. 

Donc 
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_ fin q q 

Çpoç;,, tang p =:..Wg MN _ & . P artanI 

h' diftance M N ZZ 3 ï IV . 1 ' ‘ ; 

• \ 4 ;■ ■ ’ ' V'i 

Par conféquent le point du ciel autour duquel la terre tourne 
à chaque i n fiant n’elt pas celui qui répond au pôle de la terre, mais il en 
.éloigné vers le pôle de. l’écliptique C d’un intervalle de 34 ,v , oi» 
de la t |t pattie; d’une fécondé. = • ,, > 

' ] Soit* fi ce point autour duquel la terre tourne dans Tinftant Fl S- î* 

préfent, le pôle étant en M, & ce mouvement de rotation fera tant 

(oit peu différent de celui dont nous concevons que la terre tourne 
* ' U;, i ■ âr ' ' ' " . . 

autour de.fonrixe; & qui eft indiqùépar - Car la viteÛ'e de rota- 
tion autour du 1 point pétant. q ,, , , ... \ , • 

. —, JL y (dp ' 1 dq 1 H- à r* 2 dp àr cofÿ), 

' r.v’ . v »•./ di - — - dpcriCq' 

fera affez exaélement : — * 


LO 


Vif- 


n< , > . . . 

4: donc pédant layitefle.de 

rotation autour du pôle M ZZ:-a, celle autour du point p fera zr 

' dv * ■ ■ ■ ' 

a (1 j- coCq) ZZ iroWiiTô «j & partant tant foit peu plus 

m r 


A1LM& a U UC11U3 uu vvia 4V, I WV.JiptJVJca'w « unv uiimir 

ce zi: ^-fj' d’ùpe féconde., & partant dans l’efpace de 24 heures la 
terré'tbùrnerafuc'celîiveïrierit autour de toüs les pdinWde la circonféren- 
ce du petit- eerdci y t\$ d¥if’ du ' cTeh tre avec le rayon zz T f 3 - fé- 

conde* ïk à chaqi^erÆbfianÉ la rotation fe fera autour celin de ces points 
qui fe trouvera an délits du'pqle'iVl, vers le pôle de l’écliptique C. 

* 0, - ! 

Aa 3 


Remar- 
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Remarque ÏL 

14, Puisqu'il y $ toujours un rayon du corps ON, autour 
duquel le corps tourne à chaque inftanc, quel que (bit le mouvement 
du corps, nous en tirerons d’abord deux efpeces de mouvement; 
Tune, quand le corps tourne conftamment autour du même axe, & 
l’autre, quand cet axe de rotation change à chaque inflanr. Le mou- 
vement du corjïs fera donc de la première efpece, lorsque les expre£ 
fions trouvées tant pour CN que pour l'angle ACN deviennent 
confiantes; & comme cette elpece ell fort remarquable, vu qu’elle 
renferme leule tout ce qu’on a dit presque jusques ici dans la Méca- 
nique, du mouvement des corps foüdes, il fera à propos de découvrir 
les carnflcres, desquels on pulfTe d’abord reconnoitre fi un cas propo- 
fé aparrient à cette efpece ou non ? Pofons donc que le corps tourne 
autour d’un axe fixe ON, *& voyons quel rapport doit alors fubfiller 
parmi les variables />, q t & r, Soit pour cet 'effet l’angle ACN ~.f, 
la dirtance CN ~ & les autres confiantes MN ~ i/, & l'angle 

LMN ~ v. Donc, ayant dans le triangie fpliérique MCN les 
trois côtés CM — CN " /j, ■ & MN — u 3 on trouvera 
le rapport fuivanr des autres Variables'/ *& r- * ■ 


cof (r 



.iCC Ch -—-..côf^bof a 
fui q lin u 



co C(f — f ) “ 


cof« —— cofÆ cof^ 


lin h i\n q * ' 

& toutes* les fois que q? 6c feront tellement dépendantes des 
confiantes /, /;, t/, v t & de la variable q t le moiivement de roratîou 
fera de la première efpece, „& fe fera autour d’un .axe fixe ON, dont 
la .pofuioo fêta cpnoue par les confiantes f de h . .De plus ayant;.. 

t „• >*., ,-!^ff,coGé(Çof/ — b- âq co Cu i ■■ _i 

*>(': — y>- — . -v— ■ , — • 

- ' *3q toTucefq y ^- iq cofA ■ ,* 

dp fin (f — p)- fajjfinp ’ 


puis- 


_ , . V(r — cof// 8 — cof// 3 — cofi/ 8 -f2Cof/5 SG&cefi/) 

P™** fi »(«•-.)= S 

0 _ . . . . V(r — co f/5 s — cof» 3 — cof» 8 -f acof/ïcofwcofÿ) 

& fin (j—p) ~ 


nous aurons: 
d r 


fin h iin q 
— cof» -J- co ih co Cj 


dq ûn^V(i, — cof/ 5 8 — cof// 3 • — cof^ 2 -f- 2cof//cof»cofy)* 

dp cof // — cof» cotq 

dq ' ÇmqV(i " cof// 1 — cof» = — cof/ 2 -|- cof// t cof« cof-/) 1 

d où par le §. 1 1 . nous trouverons la viteffè de rotation : 

dq fin q 

dty ( i cofé 3 cof» 8 coCq* -f— 2 coC/icoCiicoCqy 

__ dp fin q 2 

dt(zoChco€,j — cof//) di(c'of/i coin cof^) 

dr fin q dp fin^ 

àt fin // eof(/— ■ q) dt fin» cof(r — r) r 

Cette vircflê de rotation s’exprimera encore plus promptement par 

„ w „ „ d, CNM 

l’angle CNM, oc on 1 aura- ~ — — — j or nous avons 


.. „ - //rfin » 8 

*u bien elle fera ~ — 


cof CNM — 


cof /5 co fit 


fin h fin» 

Donc, fi le mouvement de rotation eft confiant “ a, on aura pour 
d. CNM „ „ VT1VT 

*e cas a ~ — -j - — , & partant CNM — at -f- ou bien 

cof 7 “ cof// cof» -f— fin 1 // fin» cof (a t -f- £)„ 

Donc, fi la variable q dépend de cerce maniéré du rems t> & que les deux 
autres p & r dépendent de q, comme nous venons de- l'indiquer, 

alors 
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alors le corps ne tournera pas feulement autour d’un axe fixe, mais 
fon mouvement de rotation fera autli uniforme “ a. 

• P R O B L'EME IIÏ. 

1 5 . Le mouvement du corps quï M tourne autour de fon centre 
de gravité O, étant fupprfé quelconque^ trouver les forces dont cha- 
cun de fs élément doit être fol/icitéy pour que le corps fort mis en état 
de pourfuivre fon mouvement. 


ll S . 1 . 


SOL U T 1 0 N. 

Dès que les trois quantités ACM “ /j, CM ~ q y & 
CML ” r, marquent des fondions déterminées du tems r, le 
mouvement du corps ftraauiïi déterminé: cardelâon pourra pour tout 
tems propofé, adigner le lieu du pôle M, & lapofirion du Méridien 
ML, d’ou l’on connoir en quels points fe trouveront les élémens du 
corps: & partant on en connoitra audï leur mouvement. Qu’on 
confidere donc un clément du corps quelconque Z, pour la fituation 
duquel à l’égard de l’axe OM, & du Méridien, foit QZ — s> 
MN “ w, & LMN “ v, Enfuite, qu’on rapporre auiïi ce 
point Z aux trois coordonnées orthogonales OX “ jt, XY. ~ y, 
& Y Z ” dont les direclions font fixes, & indépendantes du 
mouvement du corps: car, pour trouver les forces r.equifcs, il faut 
toujours dêcompofcr le mouvement fuivant tics direélions fixes. 
Donc, fi nous déenmpofons le mouvement de l'élément Z fiuivam ccs 
rrois directions , nous aurons : 


fa vitefie fclon la direction OX “ ~ t 

il t 


à y . 

fa viteffe félon la direction XY — -j- t 

at 


fe vitefïe félon la direction Y Z ” 



& 
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& fuivanr ces memes directions il faut que l’élément Z foie fbllicité 
par des forces accélératrices, qui feront 

2 ddx 

la force accélératrice fclon OX rz ■ ■■■ - , 

dt* 

2 à â y 

la force accélératrice félon XY “ — — > 

dt 2 

la force accélératrice fclon YZ ~ — — » 

dt* 

où, en prenant ccs difTérentio différentiels, on fuppofe l’élément du 
tems dt conltanr, Or les quantités a-, y, s, ne font variables, 
qu’entant qu’elles renferment les quantités p } r, qui font des fondions 
du tems fj car r, u y & i\ font confiantes tant qu’on eonüdere ie 
meme point Z. Four trouver ces différentiels, il faut donc prendre 
les valeurs de r, y, 5c a, trouvées ci-dcffus (?); or, pour rendre 
les exprellions plus courtes, pofons 

fin (y — v) fm u “ Kj cof(r — v) fin.*/ “ L, 

fm^cof/t — cof(V — v)cofÿfina ~ M, 
co Çij co Cri -)— cof(r — v) fin y fin« ~ N, 

5c nous aurons: 

y ~ M cof p — K Hn p t 
— ~ M Gn p — {— K cof^ # 


— — N. 

s 

Maintenant, pour trouver les différentiels, puisque u 5c v 5c t fonr 
des quantités confiantes, nous aurons: 

dK “ Ldr-y Ær — K àr x 

rfM = N^-f-K*cofft 5c rfN- — M dq — KdrÜnq, 
hlim. dt l'/Uad. Tom. XVI. B b ÔS 


& partant nous obtiendrons: 

àx y dp 

s s 
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NV/ cof/? — }— K dr cof/ ? cof/ — Ldrfinp, 

J y x âp 

— — — H Ntf/fin/ — J- Kdr fin/ cof/ -f- L^rcof/, 

— “ — M(/ÿ — fin/. 


— Nà/tV/fin / — Kdpdi ÇmpcoGj-lJparcoCp 


Nddqcofq -f-V^(K cof/) cof/ — L fin/)) 


Paflons de là aux féconds différentiels, <5c nous trouverons 

àdx y J dp xdp 

s s i 

■fNi/tZ/cof/ — ]VW/ a cofJp — N^.v//fin/ — Ki^V> , fin/’cof/-*L^EV; , coÇj 
-J-K,/jVcoÇt>cof/-f- Lüfr*® coJ/cof/ — ICiZ/dVcoÇîfin/ 

— LV/rfin/ -fKdr 2 fin/) — K dqdrz 0 Çs fi n/ 

ou bien 

d iv y dàp 

s J 

xdp 2 

— ~ , M 7/ 3 cof/)-4-flV 2 (Lcof/?cof/-(-Kfin/)) 

— zNdpdq fin p — 2 K dpdr fin/» col/ — 2 KJqdrcoCp fin/ 
2L,dpdrCoCp 

dJv xddv 

— — f— N dàq fin p — }— ddr (K fin p cof / — (— L co fp) 

y dp 2 

— — — — M7/ a fin/) — }— âr z (L fin/) cof/ — Kcof/j) 

“h* cofp -f- zKdpdr co Cp cof/ — 2 K dqdv fin/ fin/ 

— cL^drfin/; 


ddz 


“ M77/ KrWr fin/ 

— ~ N7/ a — LVr 2 fin/ — zKdqdrcofq. 


Donc 


Donc les forces accélératrices de 1 ciment Z fèrtmr: 

C *[} if ff V "* 

J — -- — + N à àq cof/' -f t idr (K coCp cofÿ — L fin/’) 
I. félon OX— — J xrfp z 

f /;a j Mi .y® enf/* -f " ( L cofr cof; -}■ K Î{îl ( ) 

y ^ ! 

2(^>///(KfipüCof/+ï-coÇ*’)— zK'fyJrzoO. fin ; 

^ — "N fui ^ x àày (J\ fin p cof/ ■|- L coQ 1 '■ 

ÏI. félon X Y ~ y dp* x , , , _ . , . . 

<*“!■— - fin;’ -f rt ;' 1 (L fin/j cofy-~ K cof p) 


{_ -f : N dpdqz o Cp f 2 (^v//-(KcoÇ.ico (7— Lfin/?) — 2 K .{ûTrft n/»fi:ijrj 

m ,, „ if f— M ;hh — KdJrüni? *J 

dt* [— Nf/ÿ 2 — L</ï- 2 /in q — 2 \\dqdv cofÿj 

Corollaire I. 

r(î. Les deux premières forces filon OZ & filon X Y, dont 
les ej; oreillons fuit (îfîèz compliquées , deviennent plus fimplcs par la 
COmLia|iton : car nous aurons 

# f f — -f- t ' 77/ + K /,7; cou/’J 
force OX cof> f force X Y fnp — — A 1 — M f / ? 1 -f L-. 7 ;- * co f; j 

:/y . 7 / fin ,/j 

f — MdJv — L ddr "l 

2f I 

force OX finjr — force XY cofp “ — •; — K .7 p z — X J y 3 ! 

L — l^idpdj — 2 1 7 dp tir cofyj 

Corollaire II. 

17. Or, fi nous tirons la droite OP, & que nous y ririons 
du point Y la perpendiculaire YV, pour rapporter l’élément Z aux 

B b 2 trois 


PîtH. 
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trois coordonnées OV, VY, & YZ: nous pourrons réduire les 
deux forces trouvées fuivant OX & XY â deux autres fuivant OV 
& VY; & à caufe de l’angle A OP — p, la force félon OV fera 
ZZ. force OX co Cp — force XY. finy.’; & la force félon VY ” 
force X Y cofy7 force O X fin p. 


Corollaire III. 

18. Donc les forces accélératrices, dont l’élément Z doit 
être follicité, fe réduiront aulfi aux trois forces fuivantes 


I. félon OV 

II. félon VY 


2 s ;-KJdp 4- + KM co fy-I\ \J F 5 — MJq 7 *j 

dt 2 ^-\-hdr 2 cofq — zhdpdr—zKdqdrûnq 

2 s fM dâp + L ddr —.K dp 2 — Krfx 3, j 
dt 2 \ + 2N dpdq + zKdpdr co(g J 


III. félon YZ ~ 


3 j f — Mddq — Kük/r fin q — N<^ 3 — L dr 2 fin q 
dt 2 l — zKdqdfC0(q 


Corollaire IV. 

19. Sî nous menons fur l’horizon le rayon OR perpendicu- 
laire au rayon OP, pour avoir trois axes OP, OR, OC perpendi- 
culaires entr’eux, l’élément Z fera follicité par trois forces dont les 
directions font parallèles à ces trois axes OP, OR, & OC, 6c ces 
trois forces feront les mêmes que celles qui ont éré marquées dans 
le corollaire précédent. 


PROBLEME IV. 

2 o. Les trois forces , dont P élément Z cfl foUicité , étant 
trouvées fuivant trois dircflions OP, OR, OC, perpendiculaires 02- 
1 1 ’ elles } réduire les mêmes forces tî trois autres dircflions OM, OS, 
O T, qui font aufft perpendiculaires entr'elles tf qui dépendent du pre- 
mier Méridien OML du corps. 


SOL U- 


W 

SOLUTION. 

Soient F, G, H, les forces, dont l’élément Z eft follicité 
fuivant les directions OP, OR, & OC; & on fait parles princi- 
pes de la Statique , que les trois forces cherchées félon les nouvelles 
direftions OM, OS, O T, feront exprimées de la maniéré fuivanre, 
concevant que les poînrs P, R, C, M, S, T, font joints enfèmble 
par des arcs des grands cercles: 

Force félon OM “ FcofPM -f- G cofRM HcofCM, 

Force félon OS r= FcofPS G cofRS -f- H cofCS, 

Force félon OT =z FcofPT G cofRT HcofCT, 

Maintenant, pour trouver ces cofinus, que le premier Méridien du 

corps OMS, dans lequel fe trouvent deux de ces dernieres di- 
rections OM & OS, coupe l’horizon au point L, & pofant 
PL “ /; P LM ” g, 6c LM “ on trouvera par les 
réglés de la trigonométrie fphérique. 


cof; CT 

- — - 

cof£ 

cof PT 

— 

fin/ ïîn£ 

cofRT 


cof / fin^g- 

cof CM 

— 

fi;i£ fmA 

cof C S 

~ 

fin^- co Ck 

cofPM 

— 

cof/cofÆ — |— coQf fin / fin h 

cofRM 

■ 

fin / coCfi cof^ c °f/ fin h 

cof PS 

— 

cof/ fin h cof^ fin / cof h 

cofRS 

— 

fin f fin h —1— coQj- cof/ co Ck. 

Or, ayant pour norre cas 

CM “ q, & CML ~ r, 


cof^ ~ fw^finr; tang/“ 


■ co fs/ fin y 
cof r 1 


& tang/t“ 


Bb 3 


il y aura 
— cofy 
fin ÿ fin ^ 

& 
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& fubftituant ces valeurs, nous obtiendrons : 


cof CT ZI fin / fin r 

cof P T zz — cof/ fin r 
cof RT zz — cofr 
cof CM — cof./ 

cof CS zz fin./ cof»" 


cof PM ZI fin / 

cof RM — o, 

cof P S zz — cof/ cofr 
cof R S — finr 


& les trois forces accélératrices F, G, H, ont été trouvées 


zs ^ — Kddp -f* N</^/ -f Kddr cof/ — — M dq 7 - 

dt z L 4 LVr 2 cof/ — 2 'Ldpdr — 2 KJqdr fin/) 

G m — KV / 2 — Ku/r 2 4 4 2 Kdpdr cof/) 


H zz 



r 

< — MüW / — Kddr Cinq — N^// * — L(/f 2 fin/ — zKdqdrcoCq) 


Et partant, ayant fubftimé ces valeurs, les forces accélératrices cher- 
chées fuivant les trois directions OM, OS, & OT, feront 


I. félon OM ZZ 


2 s F— Kddp fin / 4 Kddq — M dp 2 fin / — d /* cof«l 
(A 2 *[ — zLdpdtr fin / — zKdqdr J 


IL félon OS ZZ 


2 s F±dJp(KcoCjzG-F Mlinr) — dd./c CrcCn ■\-dJrÇ\n»Çmv] 
dt' j 4 l ‘F Rf/ C fi— R fi n/‘)— L dq ~ c Cr—dr 2 fi n u cfu 

j_ -|- ’ii^\dpd<j lin /■ 4 2 dpdrfm h cof y cof / 


2 s f 4 ^'(R c 0 Gfin»‘ — Mcf/) — ddqfmrcCu — ddrüntrzCv 
HI.fclonOT__ —■ | ^-dp s ( Mc fi ni‘4 K cfi-)— L’// ? fi n r~~dr 2 fi n //fin y 

^ — 2N1 !pdq cofr 4 zdpdr fin .7 fin v cof/ 


C O R O L- 



COROLLAIRE I. 

21. Les deux dernières forces donnent. par une double com- 
binai Poiu 

r r\c r i c nTr fKM/c^—.^cCu—MTnv/fm^-vy] 

forceOScafH-forccOTiLn/crT-i j , j X (| 

dt z cfÿ— Lt/// 1 ~dr 2 i\w/c([r~v) I 

[_ -f z âpdr Élitf cofÿcof (y — v) J 

c r\cr C n'T r 2S jMdeljt + dJr fin ncoC(r—v)—KJp î ' 
forccOSfinr— farceOTcofi— — 4 \ i \r t j 

ut 2 — ar 2 fin u i ;n (r — v) -f- :N dpatj 

4- 2 iiptlr fin u co Cij lin (r — v) 


Corollaire II. 

22. Mais il vaudra mieux garder dans le calcul les forces 
accélératrices félon les directions OM, OS, & O T, qui font fixes 
par rapport au corps, puisque OM eftfbnaxe, MOS le plan de 
ion Méridien, &. OT eff perpendiculaire à ce plan. Donc, fi nous Fig. f. 
rapportons l'élément du corps Z à ces trois axes, & que nous nom- 
mions les trois coordonnées OX“jt, XY“^, & Y Z “s, 

nous aurons: 

x ~ s coû/ } y ” s finr/ cofy, & a rz r fin» fi nv, 

où il ne faut pas confondre ces coordonnées avec celles qui ont été 
confédérées ci-defïus. 


Corollaire III. 

23. Introduirons maintenant au lieu des angles u 5 c v, les 
coordonnées .r, y } 2, 6: avant: 

— — finr - 


K 


— cofr: 

s 


y g 

L “ — cofr H fmr, 

s s 


x y z 

M“ — fin^ — — coCj co(r — — cofyfinr, 
SS s 


x y % 

N HZ — cof^ — | fin q cof r -4— — fin q fin r. 


nous 


200 

nous aurons la force 

J"— ddp fin q (y fin / — 5 cof ;) -j- ââq (y co Cr z fin »■)*> 
L félon — dp 2 finy (xCvnq— ycoCqcoCr—zcoCjfinr)— xdq 2 

— îdpdr i\nq(ycoCr-\-zCmr) — zdqdr (j'fin/ — scofi )] 

f-f- ddp(x fin y fin r — cco Cq~) — xddqcoCr -{- zddr\ 

ir félon OS — —< ^ Jp 2 ^ nc I Q[r l c Cr ~ X 1 — 1 Cnq z cfr 2 )±züvj 2 (nrcù) | 
dt 2 1- — dq 1 coCr (y cofr -f- sfinr) — ydr 2 | 

[+ 2 ^dyfimfVcfiy-f jfin^cfr -f efn^fm) -f 2jrtJp 1( Vcf^j 

|*+ ddp(y zoCq— x (\n q cof;) — xrtW^fin y — yddr 

III.felonOT“ —J + ^’ (jt rn ? cf ^ n ' - +J%* i-fnq* fnr* )) 

i — </ÿ 3 fin y (y cof»* -f- c fin r) — a dr 2 

[— 2 dpdqQofr(xQÇi]-\-yÇ\nqcÇr+ afin qîmr)^ zdpdrcfq* 


PROBLEME V. 

24, Trouver les moments des forces , dont T élément T e ft foU 
îicitéy par rapport aux trois axes O M, OS, O T, qui confervent tou- 
jours la même jititaiion à l'égard du corps. 

soi ; U T I 0 N. 

Ayant trouvé les forces accélératrices, dont l’élément Z cfl 
follicité lùivant la direélion des trois axes OM, OS, O T, fdicnr 
P, Q, R, ces forces, 6c pofant la mafic de l’élément du corps en 
Z ” ;/M, les forces motrices feront P</M, (,^/M, R ( /M. Donc, 
puisque les forces motrices font: !. félon Ja direction OM ~ Pi/M, 
11. félon OS “ Qy.M, 6c III. félon O T “ Ri/M, 6c qu’el- 
les font appliquées au point Z, il en réfultera les moments fui vans; 


Le 
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Le moment amour de l’axe OT dans le fens MS: 
xQJM — 

Le moment autour de l’axe OS dans le Ans MT 
xRdM — «PrfM, 

Le moment autour de l’axe C)M dans le Ans ST 
y R r/M — sQjVM. 

Subfti nions pour P, Q, & R, leurs valeurs trouvées dans ej. & 
nous trouverons pour ces rnomens les exprel-ÏÏons fui van tes. 


I. Le moment autour de l’axe OM dans le fens ST 


2i/M 

~dt r 


."+ (y y + zz)d dp co (q — xy à dp fin q co Cr — xzddp fin q fin r 
— xyddqÇmr -J- xzddq coCr — (y y -f* zz)ddr 
±(yy—zz,)Jp* Cinq 2 fiïucofr+ xydp* finqcoCqnn/-—xzdp* CmqcoiqcoCr 
J —y%dp 2 fin q z (cofi- 2 —fin/ 1 2 )—(yy~~zz)dq 2 fin JCofi*-f*J zdq 3 (cofi- 2 — fin/ 1 *) 
1 — syydpdqfinqc ofr 2 — zzzdpdqÇinqtinr 2 — 4 yzdpdq fin^finr coi> 

[— 2 xydp:)q coCq coCr — zxzdpdq coCq Çmr 


II. Le moment autour de l’axe OS dans le fens MT 

r — (v x -J- s s) ddp fin q cofY -f xyddp co Cq -f - yz J dp fin q fin r 

— (.rv + se) Jdq fin r —yziMq eofi — xyddr— yzdp 2 Cinq coCq cofi* 

^ ^ M + ( x - v— ~ s ) '¥ 3 11 *} CQ fy fi™ 1 + ■ vydp 1 fi n.y 1 fi n rcCr - xzdp 1 (c fÿ*— fi n q : fi n r 2 ) 
~~ xydq 2 fin r cofr -J- xzdq 2 co Cr 2 — xzdr 2 

— 2 xxdpdqcoCq cofi* — 2 xydpdqCmqc o fi 3 — zxzdpdqCinqCmrcoCr 
+ izzdpdr (in^finr + î xzdpdr coCq -f zyzd pdf Cinq coD 

— zzzdqdr cofr -f- zyzdqdr Cmr 
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III. Le moment autour de l’axe O T dans le Tons MS 

*4- (.ri 1 + y y) ddp fin q fin r — xzàdp coiq — yzd dpÇ\s\ q cofV 
— (i\r -\-yy) thïq cofV — yzdJq fi n r -f- xzddr —yzdp 2 fin q co Cq fin t 
2 /M "f' 0 1 ' r— 3 vy)dp 2 fnqcfqcfr — xydp 7 (cfy 2 — fy 2 cü~ 2 )-i~.Yz:/p 2 Cq 2 rrcl't‘ 
~ffT' f xydq 3 fin»' 1 — • xzdq 3 fin/ 1 cofV — xydr 3 

4 - 2 xxdpdqcoîq fin/*-}- 2 xydpdq lin/? finr cofi - + 2 xzdpdq finy finr 3 
-f zyydpdrünqcoCr -{- 2 xydptlrcoÇq -f zyzdpdrlinqfinr 
.+ zyydqdr fin r — zyzdqdrcoCr 

PROBLEME VI. 

25. Pour que le cotps puijfe pour fui vre le mouvement , qui cfl 
indiqué par les quantités p, q, r, déterminer les moment des forces re- 
quijès , dont le corps doit être Jollicitf, 

SOL U T I O N. 

Ayant trouvé les moments élémentaires, que le mouvement 
de l’élément du corps d M fituc en Z exige, on n’a quu prendre les 
intégrales de ces expreifions différentielles. Or, pendant que nous 
confulérnns le point Z comme variable, les autres quantités qui dé- 
pendent du rems demeureront confiantes. Nous n’avons donc dans 
cette recherche d’aurres variables que les coordonnées x y y, 3, avec 
l’élément du corps d M, qui font tellement indépendantes du rem? f, 
que, quel que foitle mouvement du corps, elles demeurent les mêmes, 
puisqu’elles fc rapportent aux trois axes OM, OS, O T, fixés dans 
le corps. Soit donc M la mafle du corps enrier, & qu’on cherche 
de la nature du corps les valeurs intégrales fuivantes: 

. fxxdU — M//, JxydH — M//, 
f yydM. “ fx s d M — M mm } 

fzzdM ~ MM, fyzdM. — Mb/j, 
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Cela pofé, les momens des forces requifes pour confrrvcr le corps 
dans le mouvement, que les quantités p, q , ?', remij'mem, feront: 

I. Le moment autour de l’axe OM dms le fèns ST 

*-f Cgg -f h h) d dp co (q— II d dp Cinq coCr — tu m d dp fin q iin r 

— llddq iinr -f m m d à q cof?* — (g g -f h h) d d r 

2M i-(gg—/di)dp- Cinq 2 l'm/'coir ■{■lldp ' 1 CinqcoiqCmr~ 7 f 777 /dp-CnqzoCqzoCr 
dt 2 j —nu dp- ïinq 1 (cof> 2 — finr- ) — • (gg—/drdq 3 i! nrcofr-J ; >udq 2 (c (r 3 — fin ?* 2 ) 
j — -ggdp-dq fiiiycuf?* 2 — ptndpdqCmqCinrzoCr — zhhdqjdq \mq\\ur 3 
[ — 2 II d p d. q coCq cof?* — 2 m m dpdq co Cq (in r 

II. Le moinenr autour de l’axe OS dans le fens MT 

f— (ffi If h) d dp Cinq co Cr -f UddpzoCq -J- un d dp fin ÿ fin?* 
j — (f) + hh')ddq fiu;* — widdqznCr — Uddr — mi dp 2 Cinq co {q cof?* 

^ ^ I + ■ j j : ~~hh ) dp 2 fi n qz o Cq fi nr * -f lldp 2 fi 117 2 CinrcCr—mmdp * (c fq * — fin q 1 fi tu* 3 ) 
— lldq- fin?* cof? 1 -f mmdq 2 co Cr 2 — mmdr 2 

— iJj'dpdqcoCqcoCr— zlldpdqCinqcoCr 1 —zmmdpdqCmqCmrzoCr 
d- zhhdpdr fin q lin r + zmïmlgdrzoÇ. q -f znndpdrCm q co Cr 

— 2 h h d q dr coCr -f- 2 n n d q dr fin /* 

III. Le moment autour de l’axe OT dans le fèns MS 

r -f (//-f g. s) d dp Cinq Cm r — m m ddp coCq-nnddpCmqcoC?- 
— (jj ddqzoCr — mnîdqCm r + mmd dr — 7m dp 2 CinqcuCqCinr 

j/f ff—gg ; dp 2 fi nqcoCqc 0 Cr -f- mm dp 1 fin ^ 2 fi nrzCr — lldp 2 (c fq 2 -~fin^ 2 c Cr 7 ) 
\ 4 * lldq 3 cof? 3 — mmdq- fin r cof?' — lldr 2 
4 * 2 ff { lp { ty c0 ^ finr+ illdpdq ^.nq fin?' cof?' -f zmmdpdqCmq fin / 1 a ' 

-f 2 lldpdr zoCq + iggdpdrfmqzoCr + 2 nttdpdr fin q fmr 
+ zggdÿdr finr — xtmâqdr zoCr 


Ce z 
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Corollaire I. 

a 6. Nous voyons donc, lorsque le mouvement dii corps au- 
tour de fi;n centre de gravité O eft propofë, quels moniens de for- 
ces font requis pour entretenir le corps dans ce mouvemenr. Car 
la connoi fiance du mouvement nous donne à connoitrc les quantités 
Pt { Jt 'î qui font fondions du tems t ; & de la nature du corps mê- 
me nous trouvons les quantités ff t g g, hh , //, éSt »//, indé- 
pendemment de fon mouvement. 

Corollaire II 

27. Puisque la nature du centre de graviré n’eft pas encore 
introduite dans le calcul, il cft clair que les momens de forces trouvés 
peuvent être appliqués au mouvement de tous les corps qui Tournent 
amour d’un point fixe , quoique ee ne ioir point leur pentre de gravi- 
té i pourvu que ec point demeure immobile. 

Corollaire III, 

28. Or fi le point O eft le eentre de gravité du corps la na- 
ture du centre de gravité nous fournit ces formules 

fxà M ZZ o; fyelM ~ o ; & fzdM ~ o, 

Done, eomme ces formules n’entrent point dans les expreffions que 
nous venons de trouver pour les moments des forees, il eft clair que 
rien n’empêche, que le point immobile O amour duquel le corps 
tourne, ne foit pris hors du centre de gravite du eorps. 

Corollaire IV. 

2 9. Auffitôt que le corps a quelque érendue, les quantités 
ffi g g-, h h , auront des valeurs pofitives; qui ne fturoient jamais ni 
évanouir, ni devenir négatives. Or, pour les valeurs //, m w, 
elles peuvent bien félon la nature du corps, ou être' affirmatives, ou 
évanouir, ou devenir négatives. 


Remtir- 
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Remarque L 

30, Ces expreflîons étant fort compliquées, il fera à propos 
d’introduire, au lieu des crois variables p 7 q , *■, trois autres qui en 
font déterminées, 6c par lesquelles nos expreffions deviennent plus 
fimples. Pour cet effet je pofe : 

dpûnqcçCr — f— dqtinr “ P dt 
dp finÿ finr — dqcoCr ~ Qdt 

dp co Cq dr “ R(/f 

& alors nous trouverons les expreffions fuivattes: 


I. Le moment autour de l’axe OM dans le fens ST 

, M f + "(^ + PQ -) +/ "'(^" PQ ) 

[-"(£ -QR)-»»(§- + PR)-»»(PP.-QQ) j 

II. Le moment autour de l’axe OS dans le fens MT: 


2M < 




[ _// Cs + PQ-)+'”"'(aa.-RR) + nn (£-™)J 

III. Le moment autour de l’axe O T dans le fens MS 

[+A/(^+p R )+œ@- pR ) 

F 

j+//(PP-RR)-»«(^ -PQ.) + qR) 


îMc 


Et partant, par le moyen de cesfubftirurions, en introduifane les lettres 
P, Q, R, au lieu des p, q, r, nos formules deviennent non feule- 

Cc 3 ment 
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ment confldérablcmem plus Amples, mais on y remarque aufli une 
uniformité fort belle, par laquelle nous voyons que ces trois nouvel- 
les quantités entrent également dans la détermination de nos trois mo- 
ments. Cette régularité fert aufli de preuve pour juftifier le calcul 
que je viens de déveloper. 

Remarque IL 

3 r. Je remarque de plus, que ces trois nouvelles quantités 
ont un fort beau rapport avec le rayon ON autour duquel le corps 
tourne à chaque inltanr, en forte que ce rayon demeure immobile 
pendant cci intlanr. Car, potont pour b fi ruât ion de ce rayon A l'é- 
gard du corps l'angle MON zz ?/, & l’angle LM N zz v' 0 nous 
avons trouvé ci-deflus dans le fécond problème 


fin(r— i’)zzfiiwcofi-— cof/fim'”' 


âq 


— â J 


' i '(dp a fi n,/ * + dtj - ) atV( LF + Q Q)’ 
dp fin? dp fin? 

co((r— r) cofrcofl' + hnrfinr_^^ fi ( l J P + QQ)’ 

d’où nous tirons 


ZZ cofv, & 


CL 


V(?V -+- QQ) 


fin Vy 


rang u 


V( PP -J- QQ) 

Enfuiie nous avions 

_ y (dp* Cm g* -h </?») __ |/(PP -h QQ) 

dp cof? dr R * 

Donc, connoiflhnt les quantités P, Q, R, nous pourrons aifèmcnt af- 
figner dans le corps le rayon ON, autour duquel le corps tourne à 
à chaque infhnr. Mais de plus, il fera autfi aifé de déterminer le mou- 
vement de rotation, ou la vitefle angulaire avec laquelle le corps 
tourne autour de cet axe ON: car cette vitefle ayant été trouvée zz 

h y <"' 

1* vitefle de rotation “ VfPP ^4— QQ “h* RR)i 

& 


dq 1 dr * — 2 dpdr coCg, nous aurons 

Il vitefle de rotation “ V(PP H- QC^-f- RR), 
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& c’efl en quoi confifle une fort belle manière de fè former une idée 
diftinile du mouvement du corps, apres avoir] trouvé les trois 
fonctions P, Q, R. 


PROBLEME VIT. 

32. Parmi tous les mouvement dont le corps efl fufceptible au * 
tour du point O , trouver les car acier es de ceux qui Je font autour d’un 
axe immobile . 

SOLUTION. 


Ayant trouvé le mouvement d’un corps propofé autour du 
point O, par les fonctions du rems p, r, il n’cft pas ii aifé de rc- 
connoitre, fi ce mouvement fe fait autour d’un axe fixe ou non; car 
on en devroit chercher pour chaque moment le rayon autour duquel fe 
fait la rotation, & voir fi ce rayon demeure pour tout rems le même. 
Mais, ayant introduit les quantités P, Q, R, au lieu de/’, */, r } ce ju- 
gemenr, fi Je mouvement fe fait autour d'un a.ve immobile ou non? 
devient fort aifé. Car on cherchera le rayon ON, autour duquel le 
corps tourne à chaque inftant; qui étant déterminé à l’égard du corps 
parles angles MON “ », & LMN “ v, il eft clair que cet 

axe ON demeure immobile, lorsque ces deux angles u Si, v de* 
meüreront conltans. Or nous avons trouvé. 


fin v 


a 


y (PP h- QQ)’ 


cof» 


a 


& partant lange — & de plus rang» 


y (P p QQy 

~ y (pp -y qq) 


d’où l’on voit que l’axe de rotation demeurera toujours le même, 
lorsque les trois quantités P, Q, R, auronr un rapport confiant en- 
tr’ellcsr & c’eft en quoi confifte le caraffere du mouvement aurour 
d’un axe immobile. Donc, pour cette efpece de mouvement, 
nous aurons: 

P “ ftSj 6S-, & R “ yS, 

les 
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les lettres et, £, y, marquant des quantités confiantes quelconques; 
car alors l’axe de rotation fixe ON fera déterminé en forte; 

g 

tang v ZZ tant; LMN = — ; 

o a a 


& tang « ZZ tangMON " 


V( gg+ g g) 
7 


De plus, la vitefie de rotation fera n; SV (a a —H g g -+- y y): & 
partant, pour que le mouvement de rotation foit uniforme, il faut que 
la quantité S foit auifi confiante auquel cas les trois quantités 
P, Q, R, auiont entr’elles non feulement des rapports confia ns, mais 
elles feront auifi confiantes elles-mêmes. 


Corollaire T. 

33. Done, après avoir déterminé le mouvement d’un corps 
autour du point fixe O, fi l’on trouve que les quantités P, Q, R, 
ont cntr’ellcs des rapports conftans, ce fera une marque que le mouve- 
ment du corps fe fait autour d’un axe fixe; & quand ces mêmes quan- 
tités feront outre cela confiantes, le mouvement de rotation fera 
uniforme. 

Corollaire II. 

34. Les momçns des forces requifes pour produire un tel 
mouvement de rotation, fe tireront ai l'émeut de nos formules généra- 
les, en pofant P zz aS, Q^— SS, < 5 t R z= y S; car alors 
nous aurons; 

ï. Le moment autour de l’axe OM dans le fens ST ■ 

r M .— (y g g *4" yhh — et II — Çmm) 
dt 

2 MSS (aSgg — et g hh H- g y H : — ctymm — (aa — gg) fin). 


II. Le 
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Iï. Le moment autour de Taxe OS dans le fens MT 
« M^S 

— ( — aff — a hh -4- y// — (— §uh) 

ut 

-f- ^ MSS (ëyff — SyU -4- a£ / - f - (Së — yy) mm — aynn). 

AI. Le moment aurour de Taxe O T dans le fens AIS 
îM(/S , o . 

—p~ (°-iï -±- S SS * — • T' nm — “*«) 

-f- a MSS (ayjf — ay ^ -4- (ua - — y y) // -4- a§ mm — Qy 11%. 


Corot, laikb HI. 

3>. Or, quand nous avons P ” aS, Q_“£S, R— yS, 
quoique cc cas foit fort fimpie, il eft pourtant düïîciîe d’en tirer les 
valeurs des lettres p, r, qui dércrmincnt le mouvement du point M, 
moyennant ces trois équations: 

dp fin$ coCr —h* dû finr ~ ttS dt % 
dp lin q fin?* -f- dtjzoir — ÇSdt, 
dp co Cij — dr ~ ySt/f , 

puisque les rrois variables ç, r ( font tellement mêlées entr'clles, 
que leur îéfolution demande une rrès grande adrefle. 

Corollaire IV. 


36. Cependant, puisque le point N elt immobile, qu’on 
pofe CN “ & l’angle CNM “ dont le différentiel étant 

égal au mouvement angulaire, nous aurons 

d$ “ S (h V(aa -f- Cë + yy), & —/S ^/V^cta 4 g 5 b -fyy). 

Or, ayant trouvé cct angle nous en obtiendrons 

cofCM — cof^ ~ cofjp fin/t Un» - 4 - cofif' cof/t; 

co Ct) fin ê. Y ((ta — f— S ë) -4- y cofê 


ou bien cof^ “ 


Y (a a 


ëë 


Dd 


yy) 


Co- 
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Corollaire V. 

37. De plus, la réfolution du meme triangle CMN nous 
fournira 

n . r M , v CO fl Y (an H- 5 0 — y cof£ fini 

b &K ' iin^hnl 5 

& pofànt l’angle ACN ™ qui eft auffi confiant: 

, , n VT .j, . y fin k — col&coffi Vf a a — £°) 

tang.MCN = .ang(j-— . 

Et ainfi on obtiendra les valeurs des lettres p, q> ?•, vu que 

a finr — £ cofr 


tan g ( r — r) “ 


a cof#* 


£iin,' 


PROBLEME VIII. 

3 8> Trouver les forces requifes ^ pour ftire tourner un corps 
donné autour de l’axe O M , de forte que cet axe demeure immobile , &* 
que le mouvement foit uniforme. 

SOL U T I 0 N. 

Puisque le corps eft donné, on aura les valeurs ff^ gg> hh , 
//, m ;,v, nn\ & puisqu’on veur qu’il tourne autour de l’axe OM, 
nous n’avons qu’à mettre dans les formules du §.34. l’angle w ~ o, 
ou bien a ~ o, & £ ~ o; de plus, puisque le mouvement doit 
êrre uniforme, il y aura encore dS ~ 0, & S une quantité 

confiante. Donc, pour que le corps puifle tourner d’un mouve- 
ment uniforme autour de l’axe O M , il faut qu’il foit follicité par des 
forces, donc les momens font: 

I. par rapport à l’axe OM “ o, 

II. par rapport à l’axe O S zr — a M yy mm SS, 

H I. par rapport à l’axe OT * — 2 M y y y / SS, 


où 


# # 

où yS marque la vitefle de rotarion du corps autour de cet axe. Ou 
bien, fi à la dit tance de i’axe rr a y la vitefle eft due à la hauteur “ K 

y b 

la vitefle de roration fera ~ —, qu’il faut écrire au lieu de y S. de 

a 

forte que ccs momens par rapport aux axes OS, & OT feront: 
2 M hmm „ :M b II 

— üt , qui font des produits du poids 

a a an r 

du corps M par des lignes droites, tout comme la nature des mo- 
mens l’exige. 

Corollaire ï. 

39. Si la figure du corps efl telle que //~o, & mm~o % 
le corps pourra tourner autour de l'axe OM fans le fecours d’aucune 
force étrangère. Mais, quand ni II ~ o, ni mm — o, il cfl im- 
polfible que ce mouvement fubfifle, fans qu’il fuit /ôucenu par des 
forces, dont les momens viennent d’etre indiqués. 

Corollaire II. 

40. Donc, pour que le corps puifle tourner autour de l’axe 
OM fins aucun "fecours de dehors, la figure du corps doit être 
telle, que rapportant (es clêmens </M à trois coordonnées O X — y 
XY ~ j', ex \ Z nz z y il foie 

f xyd M “ o, 6c fxyJU " 0 . 

Corollaire III. 

41. De meme, afin que le corps puifle avoir un mouvement 
de rotation libre auteur tic Taxe OS, auquel les ordonnées y font pa- 
rallèles, il faut qu’il foit /-Vj.- <0.1“ l/~ o, & /ya./M — n 11 — n. 
Et pour qu’un tel mouvement autour de l’axe O T puiiïc fubfiftcr, il 
faut qu’il foit fxzâ M ~ mm — o, & fyzt/M — «« ~ o., 

Corollaire- IV. 

42. Or, afin que ce même corps puifle tourner librement au- 
tour' d’un autre axe quelconque ON, -donc .le rapport aux trois axes 

üd 2 pria- 


principaux OM, OS, OT, eft donné par les lettres a, £, y, il 
faut qu’il Toit. 

ttë(gÇ — hh)~ {— S y U — a y tara — - (aet — S S) au ” o, 

£ y ( jf — h !i) H- a» // — ay fi u -f- (£ £ — y y) m m — o, 
a.y{ff — gg )~~ H (tëruvi — Qynn — (a a — y y) // ” o. 

S C H o L I E. 

43. A moins que le corps n’ait cette propriété, ou que les 
valeurs jf, g g , h h , //, 1 «///, kw, qui dépendent de la nature du 
corps ne farisfafïent à ces trois équations, le corps ne fauroir rourneï li- 
brement autour de l’axe ON; mais il faut que le corps ferit folliciré 
par quelques forces, qui ayent les momens marques ci-dcffus. Ces 
forces ftrvironr à maintenir l’axe en repos, contre les forces centrifu- 
ges d?s parties du corps', qui ne fe contrebalancent pas dans ces cas. 
On voit donc qu’il peut y avoir une infinité d’axeS' dans le même 
corps, tous tirés par fon centre de gravité, autour desquels le corps 
ne (aurait tourner librement. Cependant il y a toujours au moins un 
d’entre fes axes, au roui* duquel fe peur faire librement une rotation, ce 
que je m’en vais prouver dans le Théorème fuivant. 

THÉORÈME. 

44. De quelque figure que foit le corps, on y peut toujours 
afïïgner un tel axe, qui pafle par fon centre de gravité, autour du- 
quel le corps peut tourner librement ôt d'un mouvement uniforme. 

DÉMONSTRATION. 

Puisque le corps eft fuppofé quelconque, que les quantités 
qui en dependenr, g g ^ hh % //, m w, n ayent des valeurs quel- 

conques; & il faut prouver, qu’il eft toujours pofîiblc de déterminer 
en fbrte les lettres a, £, y, que les exprefïîons des trois momens 
marqués dans le §. 34. évanouirent. Car, pofànt chacun de ces trois 
momens ” o, nous aurons trois équations, desquelles je remar- 
que 
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que d’abord, que fi l’on multiplie U première par y, la féconde par 
• — es, & la iroifieine par g, leur femme donnera: 

^ | /y 

((« K + '-f (o & -f yy)g£ -f (ea-f y yjhh — 2 aêw— zÇyvm— 2 ay If) 

d’où l’on aura US ~ o, & partant le mouvement du corps fera uni- 
forme. Donc, pour trouver les valeurs des lettres a, £, y, il faut 
réfoudre les trois équations fui van te s : 

cto (>£ — h h) — cl y m m -4- g y // 1 — ff.ott; « ggfj// ™ o, 

cto// — - ay n n — (— S'y (_ÿ~ /j h ) — f— g g vi m yy m m " o, 

a S vi vi -+- ay (ff — g g) — ëynn -j- aall — y y // “ o. 

Or ces trois équations font telles , que quand on aura fatisfait à deux, 
la iroifieine fera en meme tems refolue. Car la première étant multi- 
pliée par y, la fécondé par — a, la iroifieme par g, leur fomme 
évanouît d’elle même : de fbrre que chacune de ces trois équations eft 
déjà comprifè dans les deux autres. Donc, il fuffira de réfoudre deux 
de ces équations: pour cet effet éliminons la valeur de y qui fe trou- 
ve de la première équation: 


cL^Cgg — hh) — aavn — f- ggnn 
& mm ëil 


» 


cette valeur étant fubftkuée dans l’une des deux autres équation?, 
donnera : 

■f a 3 (Vff/* — Un* — vwinn(ff — gg)) 

-fa 1 ë{m 6 — 2 h tum\ wmi* \IIw(ff\gg — 2 hh) -f- vim( ff—gg) (gg — hh)) 

-f «g 2 (/ 0 — 2 Um * \ Un* -f — igg\hh) — Il (ff-—hh)(gg — hh) 

-f ëî{Umm-?nmn* — Il un {jf— hh) “ o. 

Ç 

De cette équation on trouvera le rapport entre a & g ou — “ tangr, 

& puisqu’elle eft cubique, elle aura au moins une racine réelle, & de 


Dd 3 
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là on aura aufli le rapport dey àa &{?, & partant tangff” 


V(aa - f fi?) 

y 


Il eft donc certain qu’ÎI y a toujours en chaque corps au moins un tel 
axe de libre rorarion, < 3 c quand les trois racines de l'équation cubique 
four réelles, on aura trois tels axes. Mais il y a auffi des cas, où une 
infinité de tels axes a lieu; ce qui arrive lorsqu'une des trois lettres 
a, £, y, demeure indéterminée, ou même toutes les trois, favoîr 
fi ff “ gg “ hk^ ôc il — ~ mm ~ un zz o. 


PROBLEME IX. 

45, Déterminer tous ies mouvement autour du centre- de gravi- 
té O, dont un-corps eft fufceptible , lorsqu'il n'eft fnllicitê par aucune 
force étrangère : fuppnftmt le corps tel qui! y ait 1 1 “ o, mm ” o, 
S?' nn “ o. 

SOL U T I 0 N. 

Puisque le corps n’eft folücirc par aucune force, il 1 faut que les 
momens requis pour maintenir fon mouvement, deviennent “ o; de 
là nous obtiendrons trois équarions 


(g g -j- hh)dK -|— (g g — h/}) PQ/r zr o, 
{ff -+- h h) à P H- (//// — ff) QR Jt — o, 

{ff H- gfù'l Q.H- {ff — £ g ) p R Jt — o, 


où les quantités ff } gg , & ////, font connues par la nature du corps; 
& c’eft de ces trois équarions qu’il faut chercher les trois quamii és 
P, Qj R, d'où Ton connoirn le mouvement du corps, Or, puions 
pour abréger: 


gg h h h h ff 

g g — h h ^ f h à -J— ff 


& 


ff g g 

ff' -H g g ’ 


& nous aurons; 

I. d R -4- [tPQdt — o; 

IL à P H- *QR</r zr o; 

III- rfQ^-h KPRdt — jo, 

Mul- 
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Multiplions la première par vR, & la fécondé par ftP, enfuite la fé- 
conde par AP, & la rroifieme par vQ^ pour obtenir ces deux 
équations: 

“ fiPJP, Ôc vQJQ^~ KPdP, 

d'où nous tirons. 


RR = y (A -f- PP), ôc Q 7 ( B “H pp )> 
donc QR — (A -h PP) (B -f- PP). 


Or la première équation éranr vRrfR — j— fipPQJlj/f ~ o, à cau- 
fe de vR(/'R ~ /aP^/P, Ce change en dP rQRf/r ZZ o, 
d’où nous arrivons à cetre équation féparée: 


“ YKfi ( A PP) (B PP)' 

dont l'intégrale marquera à chaque tems écoulé t la valeur de P, & 
de là on aura auiïi 


. Q_— Vy (15 -+- PP), & R = yt (A 4- PP), 

Par là on connoitra à chaque inftant l’axe de rotation du corps, autour 
duquel la vîrcfle de rotation fora 


V(PP-hQjQj-h-RR) ~ 


or K — (— ft -+" v — — K h v , de forte que la viicfTe de rotation 
fera — v( ^ A ^ — — Af*PP). 


CoXOLI AIXE I. 

4 6. Confidérant les valeurs des lettres A, ft, v, il eft clair 
qu’il ne peut pas arriver, que toutes les trois ayent des valeurs affir- 
matives, mais il y en aura toujours ou une ou deux négatives. Ainfi, 

de 
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A fl 

de ces deux frayions — , & — , ou l’une ou toutes les deux feront 

v v 

néce flair emenc négatives. Par conféqucnt, on ne fauroit fuppofer à 
la fois & A ZZ o, & B zz o , à moins qu’il ne loir P zz o , C 5 t 
alors le corps fera en repos. 


Corollaire If. 

47. Donc, puisque la formule différentielle n’eft pas intégrable 
*n général, fi nous voulons confidérer des cas où elle admet l’intégra- 
tion, il faut commencer parpofer h confiante B ZZ o, fuppofânt 

A- A 

que — foit une quantité pofirive. Soit donc zz ea, & 

y ZZ — & A zz — an, pour avoir ZZ aP; 

R ZZ ÇV(aa PP), & ât ~ “ gp j/^, 7 ^“ppÿ don£ 

l’intégrale eft va St zz — / — — ^ ^ 

0 a 


PP) 


P 


Que e mar- 

que le nombre dont le logarithme ZZ i s & foit CS* kat ZT T, ou 
bien foit va Qa ZZ Cj éic partant 

c c V(.f H- g g) Çjg-jir H- h h) 

* v — Aft “ vif — £g)(gg * — kh ')‘ 

Ayant donc PT zz a -f- V(j*a — PP), no::s obtiendrons 

p = rq=TÏ- & V(« - pp) = îÇ^=^= & 

^ e a ?T . 0 __e./(TT — «) ^ , . 

partant Q, — - & R — , ^ 77 ' la V1 * 

tefle de rotation fera zz (TT— 0 a f -K 1 -fêta) TT). 


Co 
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Corollaire TI-f. 

48. Puisque T ~ Ce cl , je remarque d’abord, qu’aprcs 

quelque tems ia valeur de T devient ou fort grande bu fort petite, 
félon que c a une valeur pofitîve ou négative. ■ Donc il ne durera 
guercs longtems depuis le commencement du mouvement, qu’il ne 
devienne fort à peu prés P"o, ce qui e(t le cas 

où le corps tournera librement autour de l’axe OM. 

Remarque, 

49. Voilà une circonflance très remarquable, que dans ce 
cas le corps, après avoir commencé à tourner fur un axe mobile, 
change bientôt tellement ce mouvement vague, qu’H approche de 
plus en plus du mouvement autour d’un axe fixe. Er quoique cela ne 
fe trouve que dans le cas que je viens de confidércr, cetre circonflan- 
ce efl fi fingulicre, qu’il n’y a presque aucun doute qu’elle ne foir 
beaucoup plus générale: de forte que, quelque irrégulier puiflè être le 
mouvement qu’on aura imptimé à un corps quelconque, l’irrégulari- 
té en difparoitra fort fouvent peu à peu , & le corps s’accommodera 
enfin à tourner autour d’un axe fixe, avec un mouvement uniforme. 
Or je viens de démontrer, que, quelque irrégulière que foit la figure 
du corps, il y a toujours au moins un axe autour duquel le corps 
puiffe tourner librement. Au refie la condition du problème, que 
Il — o, mm — o, nn “ o, renferme tous les corps dont 
le point O ell en même tems le centre de gravite & ic centre de fi- 
gure ou de grandeur: mais comme ce cas n’a point admis l’intégra- 
tion en général, je m’en vais y ajouter encore une condition, qui eft: 
que gg ~ hh y & qui ne laiffe pas de comprendre une infinité de 
corps, comme rous les fpheroïdes tant allongés qu’applatis, avec une 
infinité d’autres, qui ont en O rant leur centre de gravité que celui de 
figure: mais l’égalité gg ~ hh exige, que le corps ait des parties 
égales & femblables félon deux dimenfions. 


Mlm. it tAtml Tom.XVI. 
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PROBLEME X. 

JO. Déterminer tous /es inouvemens dont les corps fphéroïdi - 
quesl tant allongés qu'applatis,font fufceptibles , tandisquils ne font 'ajfu- 
jettis à aucune force étrangère. 


SOLUTION. 


Soit OM Taxe véritable du fphéroïde, & les deux autres OS, 
à OT, foient égaux enrr’eux, ou qu’ils foumifient au moins deux 
valeurs égales pour les quantités gg & hh. Et puisque de tous ces 
corps le point O efl le centre de gravite & celui de grandeur, les 
quantités//, mm, »», évanouiront. Cela remarqué, pofant hh~gg, 
nous aurons, pour tous les mouvemens dont ces corps font fufcepti- 
blés, les trois équations fuivantes: 


I. dR z=z o, 

H. (f *+■ gg) “ (f — gg) QR* = o, 

.Hl. Cf-h^CL-b Cf — «)PRA = o. 

Nous en tirons donc d’abord R “ A, marquant par A une quand* 

té confiante quelconque. Depuis pofant pour abréger — X, 


où K fera une quantité ou pofirive ou négative félon que ff > gg-, 
ou ff < gg, les deux autres équations à réfoudre feront: 

dP KhQdt “o, & i/Q^— p- K AP dt “ o, 

qui donnent Pi/P — |— QdQ^~ o, départant: 

PP H— QC^“ nn - 

Donc, puisque Q^™ V {ga — PP), nous aurons 


d P 

V(fl* — PP) 


XA(//, 


départant Afin— “ XAf -4- a, ou P ™ rffin(XA/-f- a), 


& 
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& zz n cof (K A t H— a). Donc, après le tems t , le corps tour- 
nera autour de Taxe O K, de forte que 

tang LMN zz lange zz cor (AA t — j— a), & 

tang MON zz tang u — 

A 

Par confcqucnt l’axe de rotation O N quoique variable fera' toujours 
avec l’axe du corps OM un angle confiant MON; qui étant pofé 

t n 

— A nous 'aurons A zz r, & en fuite Tang’e LMN fera zz 

^ tangÿ 

c — — de forte que les cliangemens de cet angle feront pro- 
tang Ç 

pottionels au tems. Enfuite nous aurons: 

P — a coefe — — LV Q,= Cm(c — —Z), 

\ tangfy’ ^ \ 

& R = — 

(3c la vitefTe de rotation autour de cct axe mobile ON fera zz 
y (PP — (— RR) ZZ & partant confiante. Soit r 

cette vitefTe de rotation, ou a zz e fin^, & nous aurons 
P zz flïn<fcof(C — \e t cof£), 

s fin ^ fin (C het cof^), & 

R ~ € cof^. 

Ayant trouvé les valeurs des lettres P, R, le mouvement du 
point M, avec celui du premier méridien du corps LM, fera détermi- 
né par les équations fuivantes : 

dpünqcofr dq {in r zz f (fr fin cof (C — \etcofg) 

dp fin q fin r — dq cofn ZZ e 3t fin<f cof(C — XstcoCg) 
dp cof? — àr zz edt-coCÇ. .. 

Ec 2 Or 
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Or la réfblution de ces équations eil: extrêmement difficile, & je ne 
vois pas encore, comment on y pourroit parvenir. Cependant on 
voit que ce mouvement n’eft pas irrégulier en lui-même, vu que l’axe 
de roration ON fe meut d’un mouvement uniforme amour de l’axe 
principal OM, & que le.mouvement de rotation du corps autour de 
cet axe ON eft uniforme. 

CoROLLATRE I. 

Ji. Donc, lorsqu’on aura imprimé à un tel corps un mouve- 
ment de rotation dont la vîtefTe foit ~ e , autour d’un axe oblique 
©N, qui fafle avec l’axe principal un angle MON — le corps 
ne pourra pas continuer ce mouvement, mais fon axe de rotation 
changera continuellement, de forte pourtant que l'angle demeure tou- 
jours le même. 

Corollaire îï. 

S 2. Puisque l’angle LMN qui marque à chaque tems Taxe 
de rotation eft rr v “ C — Ket co f^, la viteflè de ce change- 
ment fera “ — K t cof^. Donc ce changement d’axe de rota- 
tion évanouira lorsque K “ o, c. à d. lorsque ff ~ g g ~ h h. 
Donc, dans ce cas, le corps peut tourner libremenraurour de tout axe 
ON, autour duquel il aura été mis une fois en mouvement. 

Corollaire III. 

j 3. Or, puisque Kt co fg* marque te vitefle du changement 
de l’angle LMN, la virefle du changement du point N ou de l’axe 
ON même, fera d’autant plus grande que le point N fera plus éloigné de 
l’axe OM. Donc la vraye vitefle du changement de l’axe de rotation 
fera ” Ke cofgj’ fin^, d’où l’on voit, que l’axe de rotation de- 

meurera immobile, tant dans le cas où l’angle MON évanouit, que 
dans le cas ou cet angle eft droit. 

Remarque. 

54. Or, fi nous confidérons, que la diftance MN ~ ^ 
demeure toujours la même , & que tant le mouvement du point M 

autour 
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autour de N, que celui du point N, eft uniforme, nous en con- 
cluons aifëmenr que le point M fe meut autour d’un axe fixe dans le 
Ciel. Donc, fi nous prenons OC pour cet axe fixe, l’arc CM~ÿ 
fera conftanr, & partant àq — o, d’où la réfoluiion de nos équa- 
tions, en divifant l’une par l’autre, 

cof r cof(C \*rcof^) 

fin r fin (C — Ket co 

& partant r ~ CML :z: C — Kr/coff. Déplus, nous aurons 

dp ~ ^ CCS va ^ eurs .^ tant fubftituées dans la troifiemc 

équation donnent 

»dt fintj 1 co (y 


fin q 


’Ktdt co f<f ” sdt cof<f, 


& partant 

fin<f tang<f ff— \-ee - 

tan g 7 “ - - “ £-2- ~ - — ? ■ * ■ ? range. 

ë/ (i — \)co(^ i — K 2 gg ëS 

Donc le mouvement du fphéroïde propofé fera tel, que fon axe OM, 
ou bien fbn pôle M, fe meui uniformément autour du point fixe dans 
le Ciel C, qui en eft éloigné à uni diftance CM “ de forte que 

ff — h - K S 

rang q ~ — 7TT — tan £sfi & la vitefie de cette rotation fera “ 


{P 

àt 


* fin g 
i'mq 


HS 


dans le /èns A P : cette vitefie fera donc ” 


•V( 4g* co f£* -h (ff -+- g g y fin n ^ . r 

~ — ; — . Ou , bien fi nous vou- 

# -+ - gg 

Ions regarder l’arc CM zzq comme connu, nous aurons tangç 1 ~ 

-gg 


ff^gg 

& coff zz 


tang^, & fin<f ” 


*gg fin? 


V(4gt Cinq» -h.(ff-hgg)*cofq 2 y 
g g) l?ty _ ? & la vitefie de rotation 


y (4 g 4 i -h(J r -hgg) * cofÿ 3 ) 

£e 3 


du 
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- e gg 


du pôle M autour du point C fera zz ?-r, — r„ . 

Enfuire, puisque dr ZZ — — l^tdt cofçj’ , le premier méridien du 
corps M S tournera cependant autour de l’axe O M dans le 

fèns ST avec une vitefle de rotation ZZ zz KecoCd zz 

ât b 

t(tf {j;r)cof(7 

,-77 — Tr — î — 1 — 7 xr~~> \ï — TTT* Lc mouvement de ce 

V (4 g* + (/+ gg) % eo Cf 1 ) 

corps fera donc femblablc à celui de la terrCj fi nous faifons al: (traction 
de la nutation de la terre: car, regardant le point C comme le pôle 
de l’écliptique, le mouvement de notre eorps fera tel, que première- 
ment fon axe OM tourne d’un mouvemenr uniforme autour du pôle 
de l’éeliptique C, la diftanee CM étant confiante zz y, & la vitefle 

**gg 


de rotation dans le fens AP zz -77 — 77— , . . _ . ^ — 7 

V ( 4 g* lin 7 -h (tf-hgg ) 1 eof//* 

Enfùitc, lecorps lui-meme tournera autour de fon axe OM dans le fèns 

. /*■ , ■ e 'Jf — gg) cof /7 

ST avec une vitefle de rotation zz -77 — " ■ , ; — ~ 

& les deux mouvemens fc feront en mçme fens, lorsque ff > gg } 
e’eft à dire lorsque le fphéroïde fera allongé, & le contraire arrivera, 
lorsqu’il fera applati. Cependant on ne fauroit foutenir que le mou- 
vement de la terre toit conforme avec ces formules ; car, fl le corps 
eft fbppofê à peu près fphérique, ou ff presque égal à gg, le mouve- 
ment du corps autour de fon axe OM, qui devroit répondre au mou- 
vement 'diurne de la terre, devient extrêmement lenr, & l’autre, qui 
repréfente la préeclflon des équinoxes, demeure très rapide. Donc, 
puisque ee mouvement eft fi différent de celui de la rerre, il eft: évi- 
dent. que 1a prcceffion des équinoxes eft caufce par quelque force 
étrangère, laquelle eft fans contredit la force attractive de la lune. 
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PROBLEME GÉNÉRAL. 

j j. Un corps folide étant à chaque injlant follicité par des for- 
ces quelconques y déterminer le mouvement qtiil poutfuivra , après 
qtion lui aura imprimé un mouvement quelconque. 

SOLUTION. 

Qu’on confiderc d’abord le mouvement du centre de gravité 
du corps, & concevant que toute fq mafle y Toit réunie, qu’on y ap* 
plique à chaque in fiant les forces qui agiffenr fur le corps ; & en fui* 
vant les réglés de la Mécanique, on déterminera le mouvement pro- 
grcffif, ou celui du centre de gravité du corps. Or, pour trouver le 
mouvement de rotation du corps, on concevra fon centre de gravité 
comme demeurant en repos, & on cherchera le mouvement, qu’il au* 
roit alors; & en combinant ces deux mouvemens, le progrefltf & 
celui de rotation enfemble, on aura le mouvement entier du corps. 

Mais, pour trouver le mouvement de rotation, on procédera de la 
maniéré fuivante. 

I. On choifira à volonté dans le corps trois axes OM, OS, F'S* î. 
& OT, qui fe croifent enfèmblc dans fon centre de gravité O à an* 
gles droits: enfuite on rapportera chaque clcmertr du corps Z à ces 
trois axes par les trois coordonnées OX, XY, & YZ, parallèles 
aux axes. Depuis, pofant l’élément du corps firué en Z — & 

les trois coordonnées 

OX — .r, XY zr y, & YZ — s, 
qu’on cherche pour le corps entier les intégrales fuivantes 
fjcxdU, /yydhM, fzzdM, 
f jryt/M, y\ra^M, fyzd M, 

& nommant la maffe du corps entier “ M, foient les valeurs de cas 
intégrales : 

fxxdM — M f } fxydU — M//, 

f yydM — Mgg, fxzdM * M mm t 

fzzdM — M Ah, fyzdM “ M nti y 


II. 
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II. Pour les forces donc le corps eft follicité à chaque infïant, 
puisqu’elles font connues, qu’on cherche leurs momens par rapport 
à chacun des crois axes, <5t foie, après le tems écoulé ~ t y 

Le moment des forces autour 
de Taxe OM dans le fens ST — V. 

Le moment de forces autour 
de l’axe OS d,ms le fens TM = Y. 

Le moment des forces autour 
de l’axe O T dans le fens MS ~ Z. 

Depuis il faut chercher les trois quantités P, Q, & R, par les trois 
équations fuivames: 

Xdt >(gg + M) + (££ — M) PQ^ 

aM l — HdR — mmdQJc HQRdt — vnnYRdt — nnWdt 4 - nnQdt, 

Ydt f (Jih \ff)d? \ (/,/, - ff) QRdt 

a M — twdQ~^ lld R + ««PR dé — li RQdt — mrnQQdt + wwRR dt y 

1dt^_{{ff \gg)dQ + (tf-gg)PRdt 

•2 M mmdR — nndV -)- mmRQdt — uuQRdt — //RR dt \ // PP dt y 

III. Enfuite on rapportera le corps à l’efpace abfolu , à la 
fphere celetle A CB, dont le centre O foir occupé par le centre 
de gravité du corps , & que les trois axes du corps OM, OS, O T, 
tiennent dans l’inftant préfent la fituation marquée dans la figu- 
re: & je dis que dans cet inftant le corps tournera autour de l’axe 
ON, dont la pofuion à l’égard des trois axes du corps fe» - a détermi- 
née en forte 

tang SMN = S-, & tang MON = V(PP 
ou bien la ligne ON fera tellement inclinée aux trois axes que 

tang 


ungMON— , rang SON rr 

rang T ON ~ 

& Il vice/Te de rotation autour de cet axe O N fera 


vcosi+m 

p J 

y (r r -j- p p) 
CL 1 


V(PP -H QQ^-j- RR). 


IV. Or ec’a ne fufflr pas encore pour connoitre le vrai mou- 
vement du corps } il faut (avoir à quels points répondent tes trois axes 
du corps dans le Ciel. Soit donc l’angle ACM “ p , l’arc 
CM ZZ q , & l’angle CMS ~ r; & ii eft clair que, eonnoifïânt 

ces trois quantités /.*, q > & j*, on fera en état de déterminer la vraye 
fituation du corps à l’égard de Pefpace abfolu. Or il faut tirer les va- 
leurs de ces quantités des trois formules fuivantes : 

dp fin q coO* ~4~ dq fin r ” P dt 

dpUnq f;n r dqzoCr ” Q dt 

dp coCq dr ” Kdt. 

Voilà donc toute la folucion du problème réduite à des équations pu- 
rement analytiques, auxquelles on doit borner la recherche, puisque 
leur refolution femble furpofler les bornes de nos lumières dans 
l’Anal) Ce. 

Corollaire I. 

S S. Quelque difficile que foit la refolution des formules dans 
N°. II. & N°. IV. il eft remarquable que celles de N®. If. en multi- 
pliant la première par R , la fécondé par P , &, la troiûeme par Q, 
produifent une £omme intégrable qui eft: 

i(/KX* +/PY dt + JQZdt) — 

(gg + hh) RR + {h h -t- #)PP {ff -+- S g)Q.Q, 
a//PR 2 mmQR 2 «;;PQ, 

qui renferme la confervation des forces vives. 

Mit». 4t Ucal Tom, XVI. * F f 
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Corollaire II. 

57. On peut encore trouver une autre équation intégrale 
des formules N°. II. Car multiplianr 

la première par ffV. — (~ /7P — (~ mj-wQ. 

la féconde par "P" «wQ^ —H //R) 

la troifieme par -p- ot ///R — 1~ ««P, 

l’intégrale de la fomme fera: 

-(ff/RXdt ^-gg/VYât -f- hh/QZdt 4 - 
i_(///(PX-l-RY)Æ - ww/(QX+RZ)^+»;;/(Q) r H-PZ)^)— 

3 M//PR -H zff nn PQ^-p- 2gg mm QR. 

Corollaire III. 

58 . Donc, fi le corps n’eft follicité par aucune force, on a 
d’abord pour N°. II. deux équations intégrales: favoir 

(gs aa;rr -+- (aa H-/) PP -H Cf _ r 

— a //PR — 2?;/;PQ. — zmmQR j } 
^+AA)RR^-^^#}PP+MCf-4-^)QQl D 

~f- 2^/1 //PR 2 ;; 7; P — p* 2 g g m m QJR J 

Remarque. 

59. Cette ré/blution du problème, que ie viens de déve- 
loper, eft fans contredit plus fimple que celle que j’en ai donnée au- 
trefois, vu que les formules qui contiennent la folurion, font moins 
embarraffées. Mais le plus grand avantage confifte en ce que cette 
folution eft beaucoup plus propre à cire appliquée à tous les cas qu’on 
puiftè propofer. La raifon en eft évidente , parce que j’ai réduit ici 

Je 
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le calcul des élémens qui dépendent de la figure du corps, à des 
axes qui font fixes dans le corps, de forte que ccs élémens demeu- 
rent toujours les memes ; au lieu que la première folution exige pour 
chaque fituation différente une nouvelle recherehe de ees élémens, 
puisqu’ils éroienr rapportés a des axes fixes dans Pefpace abfiolu, à l’é- 
gard desquels la pofirion du corps peut changer à tous momens. 
Cependant, quoique eette folution foir completre, il s’en faur eneore 
beaucoup qu’elle foit déjà affèz développée : le plus feur moyen de 
porter ceue matière à un plus haut degré d’évidence fera fans doure 
d’en faire l’application à des eas déterminés, & auffi fimples qu’il 
fera podihle ; car alors on ne manquera pas de découvrir des artifices 
pour la rélolurion de ces formules, lesquels, quoiqu’ils paroiffent parti- 
culiers aux cas qu’on traite, conduiront néanmoins à une plus grande 
généralité. Puisque done le mouvement de cette cfpece croit eneore 
la feule cho/è qui manquoit dans la Théorie des corps folides, je 
me flatte de l’avoir portée à un te! degré de connoiflance, qu’on 
fera en état d’afiujcrrir au ealeul tous ces mouvemens compliqués, 
avee la meme addrefle dont on a ufc* jufqu’ici à l’égard des mouve* 
mens fimples. 
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